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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ïîíÿòèå ñôåðè÷åñêîãî t-äèçàéíà áûëî ââåäåíî

Ô. Äåëüñàðòîì, É. Ã¼òàëüñîì, É. Çàéäåëåì â 1977 ã. Ñ òåõ ïîð Í. Í. Àíäðååâ,

Á. Á. Âåíêîâ, Â. À. Þäèí, Í. Ñëîàí, Å. Áîííàè çàíèìàëèñü ïðîáëåìàìè ñó-

ùåñòâîâàíèÿ, ñòðîåíèÿ è íàõîæäåíèÿ äèçàéíîâ çàäàííîãî ïîðÿäêà íà ñôåðå

çàäàííîé ðàçìåðíîñòè. Ñôåðè÷åñêèå äèçàéíû � ýòî îñîáûé êëàññ ñôåðè÷å-

ñêèõ êîäîâ, ò. å. êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ òî÷åê íà ñôåðå Sn−1. Ìîòèâîì äëÿ èõ

èçó÷åíèÿ ïîñëóæèëî ïðèáëèæ¼ííîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî ñôåðå Sn−1.

Èíòåãðàë îò àëãåáðàè÷åñêîãî ïîëèíîìà ñòåïåíè íå âûøå t ïî ñôåðå ìîæåò

áûòü âû÷èñëåí êàê ñðåäíåå îò çíà÷åíèé ïîëèíîìà â òî÷êàõ äèçàéíà ïîðÿäêà

t.

Ñôåðè÷åñêèå äèçàéíû îáëàäàþò ðÿäîì ýêñòðåìàëüíûõ ñâîéñòâ. Â ÷àñòíî-

ñòè, Á. Á. Âåíêîâ äîêàçàë, ÷òî äëÿ ñôåðè÷åñêèõ äèçàéíîâ ïîðÿäêà t ñóììà

âñåâîçìîæíûõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé èõ ýëåìåíòîâ, âîçâåä¼ííûõ â ÷¼òíóþ

ñòåïåíü t (t-ïîòåíöèàë), äîñòèãàåò ìèíèìóìà. Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî îáîá-

ùèòü, åñëè ðàññìàòðèâàòü ñèììåòðè÷íûå ñôåðè÷åñêèå äèçàéíû, áðàòü èç íèõ

ïîëîâèíó âåêòîðîâ (ñôåðè÷åñêèå ïîëóäèçàéíû), à çàòåì ñîïîñòàâëÿòü ýëåìåí-

òàì íîâîãî ìíîæåñòâà íåêîòîðûå âåñà. Òîãäà t-ïîòåíöèàë ñ âåñàìè äîñòèãíåò

ìèíèìóìà íà âçâåøåííûõ ñôåðè÷åñêèõ ïîëóäèçàéíàõ. Â. À. Þäèí äîêàçàë

ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà ñôåðè÷åñêèõ äèçàéíîâ, èñïîëüçóþùèå ïîëèíîìû Ãå-

ãåíáàóýðà. Àíàëîãè÷íûå ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà ìîãóò áûòü äîêàçàíû è äëÿ

ïîëóäèçàéíîâ. Ýëåìåíòû âçâåøåííîãî ïîëóäèçàéíà (ñî çíàêàìè + è −) ìîæ-
íî áðàòü â êà÷åñòâå óçëîâ êóáàòóðíîé ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ

ïî ñôåðå, à âåñà � â êà÷åñòâå å¼ êîýôôèöèåíòîâ.

Òåîðèåé êóáàòóðíûõ ôîðìóë çàíèìàëèñü È. Ðàäîí, À. Ñòðîóä, Ä. Ìàêñ-

âåëë, Ñ. Ë. Ñîáîëåâ, Â. È. Êðûëîâ, È. Ï. Ìûñîâñêèõ, Â. È. Ëåáåäåâ. Ïðè

ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè òî÷íîñòè d îíè ñòðåìèëèñü ìèíèìèçèðîâàòü êîëè÷å-

ñòâî óçëîâ êóáàòóðíûõ ôîðìóë. Îöåíêè ñíèçó äëÿ êîëè÷åñòâà óçëîâ êóáà-

òóðíûõ ôîðìóë ñ çàäàííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè d ïîëó÷àëè È. Ï. Ìûñîâñêèõ

è Ô. Äåëüñàðò.

Àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê Ý. Âàðèíã (1734 � 1798) ïîñòàâèë çàäà÷ó î ïðåä-

ñòàâëåíèè ôîðìû ∥x∥t = (x21+ · · ·+x2n)
t/2 ïðè ÷¼òíîé ñòåïåíè t â âèäå ñóììû

ëèíåéíûõ ôîðì, âîçâåä¼ííûõ â ñòåïåíü t. Ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó-
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÷àëè â 19 âåêå Å. Ëóêàñ, Æ. Ëèóâèëëü, À. Ãóðâèö è äðóãèå ìàòåìàòèêè.

Ðåçóëüòàòû ýòèõ èññëåäîâàíèé ñèñòåìàòèçèðîâàíû â ìåìóàðå Á. Ðåçíèêà 1.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ∥x∥t ìîæíî ïîëó÷àòü
âçâåøåííûå ñôåðè÷åñêèå ïîëóäèçàéíû ïîðÿäêà t è ñòðîèòü ñ èõ ïîìîùüþ

êóáàòóðíûå ôîðìóëû ñî ñòåïåíüþ òî÷íîñòè d = t + 1 è ñ ÷èñëîì óçëîâ,

ìåíüøèì, ÷åì â èçâåñòíûõ ôîðìóëàõ.

Öåëü ðàáîòû.

1. Ââåäåíèå ïîíÿòèÿ ñôåðè÷åñêîãî ïîëóäèçàéíà è äåòàëüíîå èçó÷åíèå

ñâîéñòâ ñôåðè÷åñêèõ ïîëóäèçàéíîâ.

2. Ââåäåíèå ïîíÿòèé âçâåøåííîãî ñôåðè÷åñêîãî ïîëóäèçàéíà è íåñôåðè-

÷åñêîãî ïîëóäèçàéíà, èçó÷åíèå èõ ñâîéñòâ.

3. Èññëåäîâàíèå ñâÿçåé ìåæäó âçâåøåííûìè ñôåðè÷åñêèìè ïîëóäèçàéíà-

ìè è êóáàòóðíûìè ôîðìóëàìè äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ïî ñôåðå.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàëèñü ìåòî-

äû òåîðèè ñôåðè÷åñêèõ äèçàéíîâ, òåîðèè ôðåéìîâ, òåîðèè êóáàòóðíûõ ôîð-

ìóë.

Ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Ââåäåíî ïîíÿòèå ñôåðè÷åñêîãî t-ïîëóäèçàéíà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ìè-

íèìóì t-ïîòåíöèàëà äîñòèãàåòñÿ íà ñôåðè÷åñêèõ t-ïîëóäèçàéíàõ è

òîëüêî íà íèõ.

2. Óñòàíîâëåí êðèòåðèé ñôåðè÷åñêèõ ïîëóäèçàéíîâ â òåðìèíàõ ïîëèíî-

ìîâ Ãåãåíáàóýðà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ìèíèìóì ïîòåíöèàëîâ Â. À. Þäè-

íà äîñòèãàåòñÿ íà ñôåðè÷åñêèõ t-ïîëóäèçàéíàõ è òîëüêî íà íèõ.

3. Äîêàçàíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ ñôåðè÷åñêîãî t-ïîëó-

äèçàéíà â òåðìèíàõ êóáàòóðíûõ ôîðìóë. Ñòðîèòñÿ êóáàòóðíàÿ ôîð-

ìóëà ñ óçëàìè â òî÷êàõ ñôåðè÷åñêîãî ïîëóäèçàéíà, òî÷íàÿ äëÿ ïîëè-

íîìîâ ñòåïåíè íå âûøå t+ 1.

1Reznick B. Sums of even powers of real linear forms // Mem. Am. Math. Soc. 1992. Vol. 96. No. 463.

P. 1�155.
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4. Íåðàâåíñòâî äëÿ t-ïîòåíöèàëà îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî

âåêòîðà âåñîâ W = (W1, . . . ,Wm):
∑m

i=1Wi = 1. Ââåäåíî ïîíÿòèå âçâå-

øåííîãî ñôåðè÷åñêîãî t-ïîëóäèçàéíà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî íåðàâåíñòâî

äëÿ t-ïîòåíöèàëà ñ âåñàìè äîñòèãàåòñÿ íà âçâåøåííûõ ñôåðè÷åñêèõ

t-ïîëóäèçàéíàõ è òîëüêî íà íèõ.

5. Ââåäåíî ïîíÿòèå íåñôåðè÷åñêîãî ïîëóäèçàéíà ïîðÿäêà t. Äîêàçàíî, ÷òî

îáîáù¼ííîå íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ íåðàâåíñòâî äëÿ t-ïî-

òåíöèàëà äîñòèãàåòñÿ íà íåñôåðè÷åñêèõ t-ïîëóäèçàéíàõ è òîëüêî íà

íèõ.

6. Ïîëó÷åí êðèòåðèé âçâåøåííûõ ñôåðè÷åñêèõ ïîëóäèçàéíîâ â òåðìèíàõ

êóáàòóðíûõ ôîðìóë. Ñòðîèòñÿ êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà ñ óçëàìè â òî÷-

êàõ âçâåøåííîãî ñôåðè÷åñêîãî t-ïîëóäèçàéíà, òî÷íàÿ äëÿ ïîëèíîìîâ

ñòåïåíè íå âûøå t+ 1.

7. Ïîñòðîåíû íåêîòîðûå êóáàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðà-

ëîâ ïî ñôåðå ñ ÷èñëîì óçëîâ, ìåíüøèì, ÷åì â èçâåñòíûõ ôîðìóëàõ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòà-

öèè, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé

õàðàêòåð. Ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ ñôåðè÷åñêèõ ïîëóäèçàéíîâ, âêëþ÷àþùàÿ â ñå-

áÿ êðèòåðèè ñôåðè÷åñêîãî ïîëóäèçàéíà, ñâÿçàííûå ñ t-ïîòåíöèàëàìè è ñ ïî-

òåíöèàëàìè Â. À. Þäèíà. Ïîñòðîåíû íåêîòîðûå êóáàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ

âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ïî ñôåðå.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ïî ðåçóëüòàòàì äèññåðòàöèè áûëè ñäåëàíû äîêëàäû

íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèè:

• ñåìèíàð êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñ-

êîãî ôàêóëüòåòà ÑÏáÃÓ;

• ñåìèíàð ïî äèñêðåòíîìó ãàðìîíè÷åñêîìó àíàëèçó è ãåîìåòðè÷åñêîìó

ìîäåëèðîâàíèþ (DHA & CAGD) (http://dha.spb.ru);

• Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé¿ (Ñàíêò-

Ïåòåðáóðã, 6�8 ìàÿ 2010 ã.).
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Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî ÷åòûðå ðàáîòû [1�4], ïå-

ðå÷èñëåííûå â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Ñòàòüè [1�3] îïóáëèêîâàíû â èçäàíèÿõ

èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ.

Ðàáîòû [2�4] íàïèñàíû â ñîàâòîðñòâå. Â ñòàòüå [2] äèññåðòàíòîì ïðîâåäå-

íî äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû è íàéäåíû êîýôôèöèåíòû â êóáàòóðíîé

ôîðìóëå ñî ñòåïåíüþ òî÷íîñòè 9. Â ñòàòüå [3] À. Á. Ïåâíîìó ïðèíàäëåæèò

èäåÿ ââåñòè ïîíÿòèå ïîëóäèçàéíà è ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá îáîáùåíèè íåðà-

âåíñòâà äëÿ t-ïîòåíöèàëà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ. Äîêàçà-

òåëüñòâî îáîáù¼ííîãî íåðàâåíñòâà äëÿ t-ïîòåíöèàëà è óñëîâèÿ äîñòèæåíèÿ â

í¼ì ðàâåíñòâà ïðèíàäëåæàò äèññåðòàíòó. Â ñòàòüå [4] À. Á. Ïåâíûé ïðåäëî-

æèë ââåñòè ïîíÿòèå âçâåøåííîãî ñôåðè÷åñêîãî ïîëóäèçàéíà è ïîñòàâèë çà-

äà÷ó îáîáùèòü íåðàâåíñòâî äëÿ t-ïîòåíöèàëà íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ âåñîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà ñ âåñàìè è êðèòåðèÿ ðàâåíñòâà â í¼ì îñóùåñòâ-

ëåíû äèññåðòàíòîì. Â òåçèñàõ äîêëàäà [5] íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

�Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé� àíîíñèðóþòñÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èç [3].

Còðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 2 ãëàâ, ðàç-

áèòûõ íà 15 ïàðàãðàôîâ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 54 íàèìåíîâàíèÿ.

Îáú¼ì äèññåðòàöèè � 117 ñòðàíèö.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñôåðè÷åñêèå ïîëóäèçàéíû è

âçâåøåííûå ñôåðè÷åñêèå ïîëóäèçàéíû. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñÿ ñâîé-

ñòâà ñôåðè÷åñêèõ ïîëóäèçàéíîâ. Ïîíÿòèå ñôåðè÷åñêîãî ïîëóäèçàéíà ÿâëÿåò-

ñÿ íîâûì è âïåðâûå ïîÿâèëîñü â ðàáîòå Í. Î. Êîòåëèíîé, À. Á. Ïåâíîãî [3].

Ïóñòü çàäàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà n > 2,m, t, ïðè÷¼ì t ÷¼òíîå. Èñïîëüçóåì

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ⟨x, y⟩ = x1y1+ · · ·+xnyn âåêòîðîâ x, y ∈ Rn è íîðìó

∥x∥ =
√
⟨x, x⟩. Ïóñòü Sn−1 = {x ∈ Rn | ∥x∥ = 1} � åäèíè÷íàÿ ñôåðà â Rn.

Âîçüì¼ì ñèñòåìó âåêòîðîâ Φ = {φ1, . . . , φm} ⊂ Sn−1. Â äèññåðòàöèè ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ òîæäåñòâî, êîòîðîå èìåíóåòñÿ òîæäåñòâîì Âàðèíãà, â ÷åñòü

àíãëèéñêîãî ìàòåìàòèêà Ý. Âàðèíãà, ïîñòàâèâøåãî çàäà÷ó î ïðåäñòàâëåíèè

ôîðìû
(
x21 + · · · + x2n

)t/2
â âèäå ñóììû ñòåïåíåé ïîðÿäêà t ëèíåéíûõ ôîðì

⟨φi, x⟩:
m∑
i=1

[
⟨φi, x⟩

]t
= At∥x∥t, x ∈ Rn. (1)
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ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 1. Ñèñòåìà âåêòîðîâ Φ = {φ1, . . . , φm} ⊂ Sn−1, äëÿ êî-

òîðîé ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà At > 0 òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

(1), íàçûâàåòñÿ ñôåðè÷åñêèì ïîëóäèçàéíîì ïîðÿäêà t.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñôåðè÷åñêèõ ïîëó-

äèçàéíîâ.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Ñôåðè÷åñêèé t-ïîëóäèçàéí Φ = {φ1, . . . , φm} ÿâ-

ëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêèì p-ïîëóäèçàéíîì äëÿ âñåõ p = 2, 4, . . . , t, ñ êîíñòàíòîé

Ap = cpm, ãäå

cp =
(p− 1)!!

n(n+ 2) · · · (n+ p− 2)
. (2)

Äàëåå ïîëó÷åíî åù¼ îäíî ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ñôåðè÷åñêîãî ïîëó-

äèçàéíà ïîðÿäêà t.

ÒÅÎÐÅÌÀ 1. Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ Φ = {φ1, . . . , φm} ⊂ Sn−1.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà Φ áûëà ñôåðè÷åñêèì ïîëóäèçàéíîì ïîðÿäêà t, íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

1

σn

∫
Sn−1

Q(x) dS =
1

m

m∑
i=1

Q(φi)

äëÿ ëþáîãî îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà Q(x) ñòåïåíè t îò n ïåðåìåííûõ. Çäåñü

σn � ïëîùàäü ñôåðû Sn−1.

Ñ êàæäûì ñôåðè÷åñêèì t-ïîëóäèçàéíîì ñâÿçàíà êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà,

òî÷íàÿ äëÿ âñåõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå t+ 1.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Ïóñòü t � íàòóðàëüíîå ÷¼òíîå ÷èñëî, ñèñòåìà

Φ = {φ1, . . . , φm} � ñôåðè÷åñêèé t-ïîëóäèçàéí. Ïîëîæèì φm+i = −φi, i ∈
∈ 1 : m. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

1

σn

∫
Sn−1

Q(x) dS =
1

2m

2m∑
i=1

Q(φi) (3)

äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà Q(x) ñòåïåíè íå âûøå t+ 1.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñôåðè÷åñêèå ïîëóäèçàéíû ïîðÿä-

êà 2. Â ýòîì ñëó÷àå ñôåðè÷åñêèå ïîëóäèçàéíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé æ¼ñòêèå
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ôðåéìû. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âåùåñòâåííûå ãàðìîíè÷åñêèå ôðåéìû è äîêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ñôåðè÷åñêèìè 2-ïîëóäèçàéíàìè â Rn.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ââîäÿòñÿ ñôåðè÷åñêèå äèçàéíû.

Ïóñòü t öåëîå, t > 2. Ïðèâåä¼ì îïðåäåëåíèå ñôåðè÷åñêîãî äèçàéíà.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2. Cèñòåìà Φ = {φ1, . . . , φm} ⊂ Sn−1 � ñôåðè÷åñêèé

äèçàéí ïîðÿäêà t, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn è âñåõ p = 0, 1, . . . , t âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî

1

m

m∑
i=1

[
⟨φi, x⟩

]p
=

cp∥x∥p, p ÷¼òíîå,

0, p íå÷¼òíîå,

ãäå cp îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (2) ïðè ÷¼òíûõ p > 2, à c0 = 1.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ òàêæå ïîíÿòèå ñèììåòðè÷íîãî ñôåðè÷å-

ñêîãî äèçàéíà. Äëÿ ÷¼òíûõ t óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó îïðåäåëåíèÿìè

ñèììåòðè÷íîãî ñôåðè÷åñêîãî (t+ 1)-äèçàéíà è ñôåðè÷åñêîãî t-ïîëóäèçàéíà.

Ñóùåñòâóåò òàêæå îïðåäåëåíèå ñôåðè÷åñêîãî t-äèçàéíà ÷åðåç êóáàòóðíûå

ôîðìóëû, òî÷íûå äëÿ âñåõ ïîëèíîìîâ Q(x) ñòåïåíè íå âûøå t.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 3. Ñèñòåìà Φ = {φ1, . . . , φm} ⊂ Sn−1 íàçûâàåòñÿ ñôå-

ðè÷åñêèì t-äèçàéíîì, åñëè âûïîëíåíî òîæäåñòâî

1

σn

∫
Sn−1

Q(x) dS =
1

m

m∑
i=1

Q(φi) (4)

äëÿ âñåõ ïîëèíîìîâ Q(x) ñòåïåíè íå âûøå t. Çäåñü σn � ýòî ïëîùàäü ñôåðû

Sn−1.

Èçâåñòíî, ÷òî îïðåäåëåíèÿ 2 è 3 ýêâèâàëåíòíû.

Ââåä¼ì ïîíÿòèå t-ïîòåíöèàëà äëÿ ñèñòåìû âåêòîðîâ Φ = {φ1, . . . , φm} ⊂
⊂ Sn−1:

Pt(Φ) =
m∑
i=1

m∑
j=1

[
⟨φi, φj⟩

]t
, (5)

ãäå t � íàòóðàëüíîå ÷¼òíîå ÷èñëî. Äëÿ t = 2 ïîòåíöèàë íàçûâàåòñÿ ôðåéìî-

âûì ïîòåíöèàëîì.

Â ÷åòâ¼ðòîì ïàðàãðàôå ïðèâîäèòñÿ íåðàâåíñòâî Â. Ì. Ñèäåëüíèêîâà �

Á. Á. Âåíêîâà äëÿ t-ïîòåíöèàëà. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû Φ = {φ1, . . . , φm} ⊂ Sn−1
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âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Pt(Φ) > ctm
2, (6)

ãäå êîíñòàíòà ct îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (2) ïðè p = t.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî ñôåðè÷åñêèõ t-ïîëóäè-

çàéíîâ.

ÒÅÎÐÅÌÀ 2. Íåðàâåíñòâî (6) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî íà ñôåðè÷åñêèõ

t-ïîëóäèçàéíàõ è òîëüêî íà íèõ.

Òåîðåìà 2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì áîëåå îáùåé òåîðåìû, óñòàíîâëåííîé äàëåå

â äèññåðòàöèè.

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ¾Âåðøèíû èêîñàýäðà¿ äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåðøèíû

èêîñàýäðà îáðàçóþò ñôåðè÷åñêèé 5-äèçàéí. Â ýòîì ïàðàãðàôå äëÿ ñèñòåìû

Φ12 èç âñåõ 12 âåðøèí èêîñàýäðà, âïèñàííîãî â ñôåðó S2, âû÷èñëÿåòñÿ ìàòðè-

öà Ãðàìà G. Âèä ìàòðèöû G ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñâîéñòâî âåðøèí èêîñàýäðà:

⟨φi, φj⟩ = ± 1√
5
, i ̸= j, |i− j| ̸= 6, i, j ∈ 1 : 12.

Äàëåå ýòî ñâîéñòâî èñïîëüçóåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè 4-ïîòåíöèàëà ñèñòåìû Φ6 èç

ïîëîâèíû âåðøèí èêîñàýäðà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî äîêàçàíî óêàçàííîå ñâîé-

ñòâî èêîñàýäðà.

Â øåñòîì ïàðàãðàôå ¾Âåðøèíû äîäåêàýäðà¿ ðàññìàòðèâàåòñÿ äîäåêàýäð,

äâîéñòâåííûé ê èêîñàýäðó èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, âïèñàííûé â ñôåðó

S2. Åãî âåðøèíàìè ÿâëÿþòñÿ öåíòðû ãðàíåé èêîñàýäðà, ñïðîåêòèðîâàííûå

íà ñôåðó. Âû÷èñëÿþòñÿ êîîðäèíàòû âñåõ âåðøèí äîäåêàýäðà, âûïèñûâàåòñÿ

ìàòðèöà Ãðàìà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû Ψ20 è óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî Ψ20

ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêèì äèçàéíîì ïîðÿäêà 5.

Ñóùåñòâóåò åù¼ îäíî ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî ñôåðè÷åñêèõ t-ïîëóäèçàé-

íîâ, â ôîðìóëèðîâêå êîòîðîãî èñïîëüçóþòñÿ ïîëèíîìû Ãåãåíáàóýðà Gk(u). Â

ñåäüìîì ïàðàãðàôå â êà÷åñòâå ïîäãîòîâèòåëüíîãî øàãà äîêàçûâàþòñÿ ôîðìó-

ëà ñëîæåíèÿ è íåîòðèöàòåëüíàÿ îïðåäåë¼ííîñòü äëÿ ïîëèíîìîâ Ãåãåíáàóýðà.

Â âîñüìîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ êðèòåðèé äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ïîëóäè-

çàéíîâ â òåðìèíàõ ïîëèíîìîâ Ãåãåíáàóýðà.

ÒÅÎÐÅÌÀ 3. Ïóñòü t � íàòóðàëüíîå ÷¼òíîå ÷èñëî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
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ñèñòåìà Φ = {φ1, . . . , φm} ⊂ Sn−1 áûëà ñôåðè÷åñêèì t-ïîëóäèçàéíîì, íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà

m∑
i=1

Gk

(
⟨φi, x⟩

)
= 0, x ∈ Sn−1, k = 2, 4, . . . , t. (7)

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå t-äèçàéíà ðàâåíñòâà (7) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ïðè

âñåõ k = 1, 2, . . . , t.

Äàëåå äëÿ ñèñòåìû âåêòîðîâ Φ = {φ1, . . . , φm} íà ñôåðå Sn−1 îïðåäåëÿåì

ïîòåíöèàëû Â. À. Þäèíà

Uk(Φ) =
m∑
i=1

m∑
j=1

Gk

(
⟨φi, φj⟩

)
, k = 1, 2, . . . , t.

Ïîâîäîì äëÿ ââåäåíèÿ íàçâàíèÿ ¾ïîòåíöèàë¿ ïîñëóæèëà íåîòðèöàòåëüíîñòü

âûðàæåíèé Uk(Φ), êîòîðàÿ ñëåäóåò èç ôîðìóëû ñëîæåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ

Ãåãåíáàóýðà.

Â âîñüìîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ êðèòåðèé ñôåðè÷åñêèõ ïîëóäèçàéíîâ

â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëîâ Uk(Φ):

ÒÅÎÐÅÌÀ 4. Ïóñòü t � íàòóðàëüíîå ÷¼òíîå ÷èñëî. Ñèñòåìà âåêòîðîâ

Φ = {φ1, . . . , φm} ⊂ Sn−1 ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêèì t-ïîëóäèçàéíîì òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

Uk(Φ) = 0, k = 2, 4, . . . , t.

Äîñòèæåíèå ïîòåíöèàëàìè Uk(Φ) ìèíèìóìà, ðàâíîãî íóëþ, íà ñôåðè÷å-

ñêèõ t-ïîëóäèçàéíàõ è òîëüêî íà íèõ â äèññåðòàöèè èìåíóåòñÿ âòîðûì ýêñ-

òðåìàëüíûì ñâîéñòâîì t-ïîëóäèçàéíîâ.

Â äåâÿòîì ïàðàãðàôå íåðàâåíñòâî Ñèäåëüíèêîâà � Âåíêîâà (6) îáîáùàåòñÿ

íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ âåñîâ.

Ïóñòü t � íàòóðàëüíîå ÷¼òíîå ÷èñëî, ñèñòåìà Φ = {φ1, . . . , φm} ëåæèò íà
ñôåðå Sn−1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ðàçìåðàm ñ ýëåìåíòàìè

aij =
[
⟨φi, φj⟩

]t
, i, j ∈ 1 : m.

Ýòà ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííîé:

⟨AW,W ⟩ > 0 äëÿ âñåõ W ∈ Rm.
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Íåðàâåíñòâî Ñèäåëüíèêîâà � Âåíêîâà ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî òàê:

⟨AW0,W0⟩ > ct, W0 =
(
1
m , . . . ,

1
m

)
∈ Rm.

Â äèññåðòàöèè óñòàíàâëèâàåòñÿ áîëåå îáùåå íåðàâåíñòâî.

ÒÅÎÐÅÌÀ 5. Ïóñòü t � íàòóðàëüíîå ÷¼òíîå ÷èñëî, çàäàíà ñèñòåìà âåê-

òîðîâ Φ = {φ1, φ2, . . . , φm} íà ñôåðå Sn−1 è âåêòîð W ∈ Rm òàêîé, ÷òî∑m
i=1Wi = 1. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

⟨AW,W ⟩ > ct. (8)

Äàëåå äîêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàâåíñòâà â íåðà-

âåíñòâå (8).

ÒÅÎÐÅÌÀ 6. Äëÿ òîãî, ÷òîáû â (8) èìåëî ìåñòî ðàâåíñòâî, íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå

m∑
i=1

Wi[⟨φi, x⟩]t = ct∥x∥t, x ∈ Rn. (9)

Ç àì å ÷ à í è å. Ïî àíàëîãèè ñ òîæäåñòâîì (1) òîæäåñòâî (9) íàçâàíî òîæäå-

ñòâîì Âàðèíãà ñ âåñàìè.

Óñëîâèå (9) ñòàëî îñíîâîé äëÿ ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ âçâåøåííîãî ñôåðè÷å-

ñêîãî ïîëóäèçàéíà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íîâûì è ïîÿâèëîñü âïåðâûå â ðàáîòå

Í. Î. Êîòåëèíîé, À. Á. Ïåâíîãî [4].

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 4. Ïóñòü âåêòîð W = (W1, . . . ,Wm) ∈ Rm òàêîé, ÷òî∑m
i=1Wi = 1. Ñèñòåìà Φ = {φ1, φ2, . . . , φm} ⊂ Sn−1 íàçûâàåòñÿ âçâåøåííûì

ñôåðè÷åñêèì ïîëóäèçàéíîì ïîðÿäêà t ñ âåêòîðîì âåñîâ W , åñëè âûïîëíåíî

òîæäåñòâî (9).

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (8) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî íà âçâåøåííûõ

ñôåðè÷åñêèõ ïîëóäèçàéíàõ ïîðÿäêà t è òîëüêî íà íèõ.

Äëÿ êðàòêîñòè ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå (Φ,W ) äëÿ âçâåøåííîãî ñôåðè÷åñêîãî

ïîëóäèçàéíà Φ ñ âåêòîðîì âåñîâ W .

Âçâåøåííûå ñôåðè÷åñêèå t-ïîëóäèçàéíû îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì.
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ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3. Ïóñòü ïàðà (Φ,W ), ãäå Φ = {φ1, . . . , φm} ⊂ Sn−1,

W ∈ Rm,
∑m

i=1Wi = 1, � âçâåøåííûé ñôåðè÷åñêèé ïîëóäèçàéí ïîðÿäêà t. Òî-

ãäà ïàðà (Φ,W ) ÿâëÿåòñÿ âçâåøåííûì ñôåðè÷åñêèì ïîëóäèçàéíîì ïîðÿäêà

p äëÿ ëþáîãî p = 2, 4, . . . , t− 2.

Â äåâÿòîì ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ òàêæå îïðåäåëåíèå âçâåøåííîãî ñôåðè÷å-

ñêîãî äèçàéíà ïîðÿäêà t ÷åðåç ñèñòåìó òîæäåñòâ è äëÿ ÷¼òíûõ t óñòàíàâëèâà-

åòñÿ ñâÿçü ìåæäó îïðåäåëåíèÿìè âçâåøåííîãî ñèììåòðè÷íîãî ñôåðè÷åñêîãî

(t+1)-äèçàéíà è âçâåøåííîãî ñôåðè÷åñêîãî t-ïîëóäèçàéíà. Ïðèâîäèòñÿ ïðè-

ìåð, ñâÿçàííûé ñ ìèíèìàëüíûìè âåêòîðàìè ðåø¼òêè Êîðêèíà-Çîëîòàð¼âà

E8. Äëÿ òàêèõ âåêòîðîâ äîêàçûâàåòñÿ òîæäåñòâî Âàðèíãà ñ âåñàìè è óñòà-

íàâëèâàåòñÿ, ÷òî ýòè âåêòîðû îáðàçóþò â ïðîñòðàíñòâå R8 âçâåøåííûé ñôå-

ðè÷åñêèé äèçàéí ïîðÿäêà 7 ñ âåñàìè Wi =
1
240 .

Â äåñÿòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ t-ïîëóäèçàéíû â Rn, ñîñòîÿùèå èç

âåêòîðîâ ðàçíîé äëèíû. Ýòî ïîíÿòèå âïåðâûå ïîÿâèëîñü â ðàáîòå Í. Î. Êî-

òåëèíîé, À. Á. Ïåâíîãî [3].

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 5. Ïóñòü t � íàòóðàëüíîå ÷¼òíîå ÷èñëî. Ñèñòåìà íåíó-

ëåâûõ âåêòîðîâ Φ = {φ1, . . . , φm} ⊂ Rn, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò êîíñòàí-

òà At > 0 òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî (1), íàçûâàåòñÿ íåñôåðè-

÷åñêèì ïîëóäèçàéíîì ïîðÿäêà t.

Â äåñÿòîì ïàðàãðàôå íåðàâåíñòâî Ñèäåëüíèêîâà � Âåíêîâà îáîáùàåòñÿ íà

ñëó÷àé íåíóëåâûõ âåêòîðîâ èç Rn.

ÒÅÎÐÅÌÀ 7. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû íåíóëåâûõ âåêòîðîâ Φ = {φ1, . . . , φm}
â ïðîñòðàíñòâå Rn ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Pt(Φ) > ct

( m∑
i=1

∥φi∥t
)2

, (10)

ãäå êîíñòàíòà ct îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2) ïðè p = t. Ðàâåíñòâî â (10)

äîñòèãàåòñÿ íà t-ïîëóäèçàéíàõ è òîëüêî íà íèõ.

Ïðè t = 2 íåðàâåíñòâî (10) äîêàçàë P. Casazza.

Âòîðóþ ãëàâó îòêðûâàåò îäèííàäöàòûé ïàðàãðàô, â êîòîðîì óñòàíàâëè-

âàåòñÿ êðèòåðèé âçâåøåííûõ ñôåðè÷åñêèõ ïîëóäèçàéíîâ â òåðìèíàõ êóáàòóð-

íûõ ôîðìóë.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 8. Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ Φ = {φ1, φ2, . . . , φm} íà

ñôåðå Sn−1 è âåêòîð W = (W1, . . . ,Wm) ∈ Rm òàêîé, ÷òî
∑m

i=1Wi = 1.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïàðà (Φ,W ) áûëà âçâåøåííûì ñôåðè÷åñêèì ïîëóäèçàéíîì

ïîðÿäêà t, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

1

σn

∫
Sn−1

Q(x) dS =
m∑
i=1

WiQ(φi) (11)

äëÿ ëþáîãî îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà Q(x) îò n ïåðåìåííûõ x = (x1, . . . , xn)

ñòåïåíè t.

Ðàâåíñòâî (11) âûïîëíÿåòñÿ òàêæå äëÿ ëþáîãî îäíîðîäíîãî ïîëèíîìàQ(x)

ñòåïåíè 0, 2, . . . , t. ×òîáû îíî âûïîëíÿëîñü äëÿ ïîëèíîìîâ íå÷¼òíîé ñòåïåíè,

äîáàâëÿåì óçëû −φ1, . . . ,−φm. Ïîëó÷àåì êóáàòóðíóþ ôîðìóëó

1

σn

∫
Sn−1

Q(x) dS ≈
m∑
i=1

1

2
Wi

(
Q(φi) +Q(−φi)

)
, (12)

òî÷íóþ äëÿ âñåõ ïîëèíîìîâ îò n ïåðåìåííûõ ñòåïåíè íå âûøå t+ 1.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 4. Ïóñòü ïàðà (Φ,W ), ãäå Φ = {φ1, . . . , φm} ⊂ Sn−1,

W ∈ Rm,
∑m

i=1Wi = 1, ÿâëÿåòñÿ âçâåøåííûì ñôåðè÷åñêèì t-ïîëóäèçàéíîì.

Òîãäà êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà (12) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà Q(x)

îò n ïåðåìåííûõ x = (x1, . . . , xn) ñòåïåíè íå âûøå t+ 1.

Â ïàðàãðàôàõ ñ äâåíàäöàòîãî ïî ïÿòíàäöàòûé ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ïî-

ñòðîåíèÿ âçâåøåííûõ ñôåðè÷åñêèõ ïîëóäèçàéíîâ ïîðÿäêà 4, 6, 8, 10, 12 è

ñîîòâåòñòâóþùèõ êóáàòóðíûõ ôîðìóë ñòåïåíè òî÷íîñòè 5, 7, 9, 11, 13. Âñå

êóáàòóðíûå ôîðìóëû ñòðîÿòñÿ ïî ïðèâåä¼ííîìó âûøå ìåòîäó. Íàïðèìåð, â

òðèíàäöàòîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíû âçâåøåííûé ñôåðè÷åñêèé ïîëóäèçàéí ïî-

ðÿäêà 6 è ñîîòâåòñòâóþùàÿ êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà ñòåïåíè òî÷íîñòè 7. Ïðè èõ

ïîñòðîåíèè èñïîëüçóåòñÿ òîæäåñòâî èç êíèãè Á. Ðåçíèêà:

540∥x∥6 = 378x61 + 378x62 + 280x63 +
2∑

i=1

(
√
3xi ± 2x3)

6 +

+
∑

(
√
3x1 ±

√
3x2 ± x3)

6, x ∈ R3.

(13)

Â äèññåðòàöèè äîêàçàíî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.
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ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 5. Ñèñòåìà âåêòîðîâ

Φ =
{
(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), 1√

7
(
√
3, 0,±2), 1√

7
(0,

√
3,±2),

1√
7
(
√
3,±

√
3,±1)

} (14)

îáðàçóåò âçâåøåííûé ñôåðè÷åñêèé 6-ïîëóäèçàéí â ïðîñòðàíñòâå R3.

Äëÿ ñèñòåìû Φ óñòàíàâëèâàåòñÿ òîæäåñòâî Âàðèíãà ïðè t = 6 ñ âåêòî-

ðîì âåñîâ W ∈ R11: W =
(

1
10 ,

1
10 ,

2
27 ,

49
540 , . . . ,

49
540

)
. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà (Φ,W )

ÿâëÿåòñÿ âçâåøåííûì ñôåðè÷åñêèì 6-ïîëóäèçàéíîì è ìîæíî íàïèñàòü ñëå-

äóþùóþ êóáàòóðíóþ ôîðìóëó ñî ñòåïåíüþ òî÷íîñòè 7:

1

4π

∫
S2

Q(x) dS ≈
11∑
i=1

Wi

2

(
Q(φi) +Q(−φi)

)
. (15)

×èñëî óçëîâ â äàííîé ôîðìóëå ðàâíî 22.

Ñ ïîìîùüþ âçâåøåííûõ ñôåðè÷åñêèõ ïîëóäèçàéíîâ áûëè ïîëó÷åíû íåêî-

òîðûå íîâûå êóáàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ïî ñôåðå ñ

ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì óçëîâ, ÷åì â êíèãå È. Ï. Ìûñîâñêèõ2:

1. Äëÿ n = 3 ïîñòðîåíà êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà ñòåïåíè òî÷íîñòè d = 7 ñî

ñëåäóþùèìè óçëàìè è êîýôôèöèåíòàìè

(±1, 0, 0), (0,±1, 0)
1

20
;

(0, 0,±1)
1

27
;

1√
7
(±

√
3, 0,±2), 1√

7
(0,±

√
3,±2)

49

1080
;

1√
7
(±

√
3,±

√
3,±1)

49

1080
.

×èñëî óçëîâ â ýòîé ôîðìóëå ðàâíî 22.

2. Äëÿ n = 8 ïîñòðîåíà êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà ñòåïåíè òî÷íîñòè d = 7 ñî

ñëåäóþùèìè óçëàìè è êîýôôèöèåíòàìè

1√
2
(±12, 06);

1√
2

(
±1

2
,±1

2
, . . . ,±1

2

)
ñ ÷¼òíûì ÷èñëîì ïëþñîâ

1

240
.

×èñëî óçëîâ â ýòîé ôîðìóëå ðàâíî 240 è ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì.

2Ìûñîâñêèõ È. Ï. Èíòåðïîëÿöèîííûå êóáàòóðíûå ôîðìóëû. Ì.: Íàóêà, 1981. 336 c.
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3. Äëÿ n > 3 ïîñòðîåíà êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà ñòåïåíè òî÷íîñòè d = 7 ñî

ñëåäóþùèìè óçëàìè è êîýôôèöèåíòàìè

(±1, 0n−1)
8− n

n3 + 6n2 + 8n
;

1√
2
(±1,±1, 0n−2)

4

n3 + 6n2 + 8n
;

1√
n
(±1, . . . ,±1)

n2

2n(n2 + 6n+ 8)
.

×èñëî óçëîâ â ýòîé ôîðìóëå ðàâíî 2n2 + 2n è ïðè n = 4, . . . , 8 ìåíüøå,

÷åì â èçâåñòíûõ ôîðìóëàõ.
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